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Considere a seqüência de polinômios }{ mQ  gerados pela relação de recorrência de três 

termos 

 (z),zQ(z)-)Qβ(z(z)Q m-mmmm 1111 +++ += α     ...,,m 321= , (1) 

com 10 =(z)Q  e 11 βz(z)Q += , onde os números complexos mα  e mβ  são tais que 

 m 01 ≠+α ,  0≠mβ , m=1,2,3,.... 

Esta relação foi bastante estudada quando 

  αm 01 >+  e    01m >+β para  .1m ≥  (2) 

 

Citamos o artigo de Jones, Thron e Waadeland [1] que motivou o estudo deste caso 

especial de relação de recorrência (1) e o  artigo [3] para algumas referências adicionais. 

Quando as relações (2) valem, em [1] mostrou-se que os correspondentes polinômios 

satisfazem à propriedade de L-ortogonalidade, isto é, à propriedade (3) de ortogonalidade de 

Laurent: 
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onde  φd é uma distribuição forte em  ba ],,[   ba ∞≤<≤∞− . Qualquer distribuição em 

 ba ],,[ tal que os momentos ∫=
b
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m
m tdφtµ )(  existem para todo m inteiro é chamada de 

distribuição forte. 

Os polinômios de Szegö satisfazem ao seguinte sistema de relações de recorrência (dada 

em termos dos polinômios mônicos): 
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são os polinômios recíprocos. Os números )(Sa nn 0= , 

 n 1≥ , são os coeficientes de reflexão dos polinômios de Szegö. 

Os coeficientes de reflexão satisfazem à seguinte propriedade:  1|| <na para 1≥n . 

Portanto, os zeros dos polinômios de Szegö estão todos dentro do disco  unitário aberto. 

Se os coeficientes de reflexão são tais que 1 ||0 << na , então os polinômios de Szegö 

satisfazem 
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+= , com 1a 0 = . Portanto, os polinômios de Szegö satisfazem à relação de 

recorrência dada em (1) com 
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Baseado no artigo de Silva e Sri Ranga [2], neste trabalho estudamos a localização dos 

zeros de polinômios gerados por relações de recorrência da forma (1). Como os zeros são 

estudados através de um problema de autovalor associado a uma matriz de Hessenberg, foram 

encontrados limitantes para as regiões onde os zeros estão localizados em termos dos 

coeficientes da relação de recorrência, dados pelos teoremas a seguir. 



Teorema 1: Os zeros de nQ  são os auto-valores da matriz de Hessenberg nH , onde 

com mmm -βαη = , ,...,n,m 21=  e .01 =α  
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 Então os zeros de kQ , nk ≤≤1 , estão dentro do disco nρ|z| ˆ≤ , onde 
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Se ,kη  para ,,,2,1 nk K=  forem reais, então os zeros de kQ , nk ≤≤1 , estarão dentro 

da região )ρ,,ηW(η nn,n,
~

21 , onde },{ηη k
nk

n,
≤≤

=
1

1 min  }{ηη k
nk1

1n,
≤≤

= max e  















−




 +

<<
−

+−+

=

contrário. caso,

,0 |,|
)|(|2

)|(|4)(

~

2

131

1

1
2

M
n

M
n

M
n

M
n

M
n

M
n

M
n

M
n

ηα

ddse

η

η
ηη

αηηαα

ρ  

 
Figura 1 
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Como exemplo, aplicamos os resultados a polinômios de Szegö e para-ortogonais. Esses 

últimos polinômios são definidos como 
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disso, satisfazem a relação de recorrência (z)zRα(z))R(z(z)R
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A Figura 1 acima mostra a localização dos zeros de um polinômio para-ortogonal de 

grau 8. Observe que os zeros estão localizados dentro do círculo de raio 8, que é a região dada 

no Teorema 2. 
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